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Résumé

Pour un transfert diffusif monodimensionnel au travers d'un milieu hétérogéne spatialement périodique, la méthode des quadripbles
thermiques permet d'obtenir exactement I'équation non-locale en temps a laquelle obéit le transfert. Le cas des milieux symétriques (pour
lesquels I'entrée et la sortie peuvent étre permutés) et non-symétriques est analysé séparément. Quelques exemples d’'applications pour ¢
milieux dit dégénérés (constitués de résistances ou capacités pures) ou réels sont analysés. L'équation obtenue ne se réduit pas a I'équati
hyperbolique de Cattaneo—Vernotte qui se révéle inadéquate pour décrire les transferts diffusifs au travers de milieux hétérogénes.
0 2003 Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

For a one-dimensional diffusive transfer through a spatially periodic heterogeneous medium, the quadrupoles method allows to obtain
the exact non-local (in time) equation describing the transfer. The case of reversible (that is to say when input and output can be permuted)
and non-reversible media is examined separately. Some examples are treated for illustration: degenerated media (made of pure resistanc
or capacitances) or real media. The obtained equation cannot be reduced to the hyperbolic Cattaneo—\Vernotte equation, which is unable t
describe diffusive transfer through heterogeneous media.

0 2003 Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.
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1. Introduction gu’une description trés imparfaite des résultats de simula-
tion numérique obtenus par dynamique moléculaire [3].
o . ) Notre propos ici est tout autre. Nous recherchons une al-
Les situations pour lesquelles le modele classique deigmative pour décrire de fagon exacte le transfert diffusif
transfert thermique (ou massique) par diffusion écrit sous la gy travers d’'un milieu hétérogéne monodimensionnel spa-
forme de I'équation parabolique de la chaleur doit étre re- tialement périodique en renoncant au modéle classique de
mis en cause suscitent toujours un grand intérét. VernotteFourier et en représentant ce milieu hétérogéne par un mi-
[1] et Cattaneo [2] ont proposé pour résoudre le paradoxelieu homogéne équivalent ne vérifiant plus la loi de Fourier.
d’une vitesse de propagation infinie un modele de conduc-Une telle situation peut se rencontrer dans de nombreuses
tion hyperbolique aux temps courts qui se réduit a la forme situations pratiques aussi bien en transfert de chaleur que
parabolique ordinaire aux temps longs. La microthermique de masse. Ce probleme est plut6t d'intérét théorique en ma-
s'intéresse tout particuliérement a I'étude du transfert ther- tiére de transfert thermique ot les milieux sont généralement
mique trés rapide sur de trés courtes dimensions spatiales ef@Pidemenhomogénéisables’est-a-dire peuvent étre rem-

a montré que l'analyse de Cattaneo ou Vernotte ne permetPlacés par un milielnomogenequivalent satisfaisant a la
loi de Fourier [4]. Ceci n’est pas nécessairement le cas dans

de nombreux problémes de diffusion de masse du fait d'un
contraste de propriétés thermophysiques généralement plus

. grand [5,6].
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Nomenclature

@

(b)

Fig. 1. Cellule-unité (a) et milieu équivalent (b).

du multicouche en transfert unidirectionnel (Fig. 1). Le

a diffusivité thermique................. it T température . ... f
A, B, C, D coefficients des matrices de transfert x coordonnéed’espace .............coennn. m
c vitesse de propagation ................ st
C capacité thermique ............... my2.K-1 Greek symbols
e BPAISSEUN .. ..t e e, m « constantedetemps................... ..., S
E,F,G,H coefficients des matrices de transfert A conductivité thermique............. LKt
K fonction liée & une pseudo-vitesse de pc chaleur volumique ............... 3Kt
conduction.................... s k1 ® densité de flux de chaleur ............ -2
& énergie volumique .................... my3 T variable temporelle........................ S
L longueurde lacelluleunité................ m . temps caractéristique ...................... S
" nombre de cellules unités Subscripts, superscripts and other symbols
R, résistance thermique ............. 2. w1 pts, sup P y
p variablede Laplace ....................7 s L transformation de Laplace
t TOMPS . oottt s variable dans I'espace de Laplace
relations entre température et flux en entrée du domaine
(x = 0) et température et flux en sortie du domaine=(¢) ?
L'équation est non locale (en temps) car la densité de flux
1 5 3 de chaleur en un point du milieu ne va plus dépendre
seulement des grandeurs instantanées locales du champ de
température mais de I'histoire thermique du milieu au point
considéré. Signalons que dans le cas de milieux poreux, une
0 4 z représentation non locale approchée des lois de transfert a
été démontrée par divers auteurs, par exemple [7,8].
0 0 Cette approche a un autre but : justifier ou réfuter le terme
de propagation que certains auteurs [9] ajoutent & I'équation
M A2 M de la chaleur pour interpréter des expériences sur des milieux
/ 2€ / hétérogenes.
Une premiére difficulté apparait : le milieu homogéne en

diffusion pure essymétriquec’est-a-dire que I'on peut per-
muter I'entrée et la sortie du systéme sans modifier, a cette
inversion pres, les résultats. Aussi nous allons envisager tout
d’abord le cas d’'un multicouchgymétrique puis nous gé-
néraliserons le résultat aux systemes symétriques

2. Ecrituredu multicouche : casdu tricouche
symétrique

Considérons un milieu tricouche symétrique<{@ < ¢)
composé de deux couches identiques d'épaissgut'un
milieu 1 (O< x < e1 eteg + 2e2 < x < 2(e1 + e2)) et
d’une couche d’épaisseur2d’'un milieu 2 1 < x <e1+
2e7). Le milieu est supposé étre a I'équilibre thermique a
température nulle a l'instamt= 0. Le probléme s’écrit :

2Ty 10Ty
—=——0<x<eg
dx? a1 ot
8°T, 19T
2———26‘1<x<€1+2€2 1)

probléme peut se poser de la facon suivante : quelle est| 9x? a2 3t

I'équation et la loi de comportement qui dans le domaine
[0, £] conservent les relations entrée-sortie, c’est-a-dire les

9°T3 10T
W;:a_la—tg e1+2e < x <2(e1+e2)
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avec
T1=T>
aT1 T, enx=ex
AMl— = Ao——
ax dax
et
To=1T3
01> 0T3 enx =e1+ 2e2
Ay— = A1—
ax ax

A la températurel’ on associe la densité de flyx=
—A%—I. T et p désignant les transformées de Laplace en
temps deT et de ¢, la solution de ce probleme est

933

de I'énergie volumique du milieu, notéket qui est égale

a l'opposé de la divergence de la densité de flux de chaleur,
soit :

a& ag
—=__T 5

at ax ®)

La comparaison de (3) et (5) conduit a définir I'énergie
interne du milieu sous la forme

t
aT
E= t—17)—
/,oc( 7) o (r)dt
0
En utilisant I'écriture (3) et (4), aprés transformation de

élémentaire et la représentation en matrice de transfert noug aplace sur le temps on obtient :

donne [10,11]:

-

Ao Aq Tyt
_ L

)& 2)(& ()

A1, B1, C1, D1, Az, By, Co, Do sont donnés en Annexe A.
La matrice de transfert du systéme est donc :

A B):(Al Bl)(Ag 32)(A1 Bl) @

C D C1 D1 Co D3 C1 D;

avecA, B, C, D donnés en Annexe A.

B
D,

B>
D;

B
D,

3. Approchenon locale

Il s’agit de trouver une équation de la chaleur pour le

milieu homogeéne correspondant & la matrice de transfertZ = H = C0S

précédente (2).

Une généralisation évidente de I'équation de la chaleur
linéaire peut s’écrire (en supposant toujours quza 0, le
milieu est a I'équilibre thermique) :

t t

3°T 33T
/,oc(t r) ('C) dr _/A(t — t)m(t) dr 3
0 0
avec
t
3°T
<p=—/)\(t—t)8x8t(r)df 4)

0

ou la chaleur volumiqugco et la conductivité thermiquig

sont remplacées par des fonctions du tempg) et A(z).

On remarquera que cette formulation suppose qu’'a l'instant
t =0 la densité de flux de chaleurest nulle.

La formulation (3), (4) est une extension naturelle de
'égquation de la chaleur. En effet, gic et » sont des
constantes, comme a l'instant initial le milieu est a I'équi-
libre thermique, il estimmédiat de retrouver le cas classique

de I'équation parabolique de la chaleur. Remarquons égale-

ment que I'hypothése de I'équilibre thermique initial peut
étre levée en étendant l'intégration peuso < t < ¢. L'in-
terprétation physique de la proposition (3), (4) peut étre faite
en suivant I'analyse de Sobolev [12]. La loi de conserva-
tion (3) n'exprime rien d'autre que la variation temporelle

o=

pc(p)p°T = PP gz (6)
X
- dr

b=—Mp)p— 7
7 (P (7)
soit pour (6) :

T p- A

o2 —T aveca = ﬁ (8)

dont la solution s’écrit sous forme de matrice de transfert :
To\ _(E F\(T1
/) \G H)\¢
f pﬂz

mh,/ / pk

_ [p . [pe?
G=Ap gsmh —p_
a a

Il suffit d’'identifier chaque terme des matrices de transfert
(2) et (9). Le systéme étant sans source interne, on a :

9)

QIl'B

AD—-BC=1 et EH—-FG=1
De plus le multicouche étant symétrique, on a :
A=D et E=H,

d’ou les deux relations restant a écrire :

A=E (10)
B=F ou C=G (11)
ou les inconnues soatp) eti(p).
De fagon générale, on obtient :
coshy/ pt2/a=A (12)
ihe/72/a
sinhy/pts/a _ p (13)

Ap/pla

D’ou I'on déduit
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2

a— pt D’ou (voir (12) et (13))
IN2(A ++/A2 -1
( . coshﬂ =A,

P AZ—1¢ va

"~ pBIN(A+VAZ—1) sinh”%ﬁ/(xp\/g) — B,
et par suite

P soitneﬁ/ﬁznln(Ao+,/A(2)— 1) et par suite
_ WAZ-1In(A+VAZ-1) )
pc = szg i e

avec In*(Ag+,/A5—1
M =L AP)]. pet) =L pe(p)] \[ [co \/Z VA -
I'équation non locale étant donnée par le systeme (3), (4). Bo

ZAZ

4. Multi-matériaux Bopln(A0+,/A(2)— 1)

ce qui est identique a I'empilement d’'une cellule, de méme
pour pc.

Ces fonctions sont donc intrinséques a l'arrangement
des milieux (de facon générale a la structure interne) et
indépendantes du nombre de couches.

Que devient le systeme si on multiplie les couches comme
sur le schéma de la Fig. 2? En utilisant les propriétés
des quadripdles, il est facile de calculer la matrice de
transfert équivalente a I'empilement de cellules unités
(voir Annexe B). On montre alors que les fonctiong) et
pc(p) sont inchangées.

En effet, si on appell¢;? ;°) la matrice de transfert de
la cellule unité, on obtlent pour I'empilement (d’épaisseur
nt) den cellules, la matrice :

5. Application a des milieux dégénérés
Avant de donner un exemple sur des milieux réels, nous

5 allons examiner le cas extréme de systémes tricouches
Ap = Dn ZCOS'{”M(AO"'\/AO— 1)] constitués de milieux dégénérés présentant un contraste

maximum de diffusivité thermique.

B, = \/E Slnh[n In(Ao + \/AT1>] 5.1. Calcul exact

c, _\/ismh[nln Ao+ /A2 _1>] Supposons les milieux 1 et 3 constitués d'isolant lé-
ger (@1 — oo) caractérisés par une résistance thermique

R;(e1/11) etle milieu 2 constitué au contraire d’'un conduc-

teur lourd @1 — 0) caractérisé par une capacité thermique

2C; (2pcae2).
/ La matrice de transfert du systeme (2) se simplifie :

(2 5)- 9, D6 %) aw

Les équations (10) et (11) deviennent :

x PEZ
Ccos —_— = 1 + 2Rt Ctp (15)
a
- [p . |pe?
Yy E sinh pT =2Cp (16)
a a

L'équation (15) donne :

— a= (17)
celluleunité |n2[1+ 2R:Cip + \/(1 + 2RzCzp)2 —1]

Fig. 2. Exemple de multi-matériau. et I'équation (16) :
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— H(—ZC‘— R(
- - C-2R-C,

L L
0 0.1 02 0.3 04 0.5 06
t/T,

Fig. 3. Conductivité thermique dans le cas d'un milieu tricouche dégénéré.

X _ 2Ct\/6:1
/P sinhy/2£
_ 2C,
pc =
/P a sinh/ 22

soit en introduisant le temps caractéristique du systéme

4R,C; = €?/ag

(18)

(19)

T V4 Tc

2Re [1+%p)2—1In1+%p+ A+ 5p2—1]
_2c, N+ % p4/A+ Fp)2-1]
pc=—

pyA+5p2-1

On remarque que lorsque— oo (soit p — 0), la limite

der(r) est égale a A2 R;) qui est la valeur homogénéisée,

ainsi que poupc(t) soit 2C, /¢.

Les Figs. 3 et 4 donnent les variationsixde) et pc(z).

Si maintenant on permute les milieux, 1 et 3 sont
des conducteurs lourds de capacité thermiquest 2 est
un isolant léger de résistance thermiqui, 2la matrice

devient :

(2 g):(ctlp 2)<é 25’)<Ctlp g)

Soit

ZZ

P _142RCp

a
smh‘/ / Ap =2R;
soit
_ pZZ
a =

IN?[1+2R,C;p ++/ (1L +2R,C,p)2 —

(20)

1]

935

R Rl—ZCl—FX|
- -C-2R-C

4 T T T T T T T

3.5

25

pc/(pc)
~»
T
1

0.5 Bl

| L | L | L | L |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 09 1
t/t
c

Fig. 4. Chaleur volumique dans le cas d’un milieu tricouche dégénéré.

_ Jasinh/22
= V@ (21)
JP2R:p
~ sinh/22 o2
pe=———Fr—
ﬁ\/EZR;p

en introduisant le temps caractéristiqgecomme préce-
demment, on obtient :

¢ JA+35p2-1

A==

2R’P'”[1+%p+ 1+ %p)2-1]
20, A+ Ep? =11+ Fp+ /A+ Fp)?-1]
pe=—-

14 7. p2

On remargue que I'expression deest identique dans les
deux cas (formules (17) et (20)). Les Figs. 3 et 4 donnent les
variations de\(¢) et pc(¢) pour ce cas.

5.2. Approche simplifiée de type Vernotte

On peut se poser la question de savoir s’il existe une re-
lation entre cette représentation non locale (équations (3)
et (4)) et la représentation plus classique par une équation
hyperbolique introduite par Maxwell [13], Morse et Fesh-
back [14], Vernotte [1] et Cattaneo [2] pour prendre en
compte une vitesse de propagation finie de la chaleur. Lui-
kov a repris cette formulation en 1966 [5] pour expliquer
des processus dissipatifs et dispersifs en transfert de masse
en particulier. On pourra consulter [15] pour une biblio-
graphie détaillée. Plus récemment, Kaminski [9] a utilisé
cette formulation pour représenter la diffusion de chaleur
dans des matériaux hétérogénes a I'échelle microscopique
mais considérés comme homogénes a I'échelle d’observa-
tion. Alors que la loi hyperbolique se propose d’étre une mo-
dification pour les temps courts de I'équation parabolique de
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1.2 T T T T T T

la chaleur, il s’agirait d’appliquer cette formulation a des fins
d’homogénéisation.

Rappelons trés brievement la forme hyperbolique linéaire  ° GEETECEEOTTEETTTOOOETEETEEOOTOeOrreeta—
de I'équation de la chaleur :

aT  9°T o8f
— — | = AAT 23
pco<at+aat2> 0 (23) i
associée a I'expression de la densité de flux : =00
ad
¢+ Ola—(f = —AogradT (24) 04t

Si I'on utilise ces équations pour des systemes hétéro-
géenes, le probléme est la signification du parametogi
dans la formulation classique de Maxwell ou Vernotte est lié
a la vitesse de propagatiorte la chaleur pat = a/c?. . w w ' s . .

. . . . 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 05

Connaissant maintenant une expression de I'équation de A
la chaleur permettant de représenter la diffusion dans les
milieux hétérogénes, rechercher la significatiorvdevient
a comparer le systeme (3), (4) avec le systeme (23), (24), le
milieu dans les deux cas étant considéré comme homogén
a I'échelle de description.

Le systeme (23), (24) en unidirectionnel et apres transfor-
mation de Laplace donne :

- R‘ -2 C‘ - R‘
= C‘ -2 R‘ - C‘
~ PVC - laiton - PVC
—*= laiton - PVC - laiton
— milieu équivalent

T T

0.2

Fig. 5. Réponse en face arriere a un flash en face avant (milieux dégénérés
et milieux réels en laiton et PVC).

?’équation de Fourier (c’est-a-dire poar= 0). Or la Fig. 5
montre les réponses en température sur lafaee, lorsque
la facex = 0 est soumise a un Dirac de flux (cas classique
de la méthode “flash” pour la mesure de la diffusivité

_ > = d’T thermique de milieu homogéne), pour le cas 1 (c'est-a-
pco(pT + p~aT) =202 dire 'empilementR, — 2C; — R;), le cas 2 (empilement
oT C; — 2R, — C; ) etle cas du milieu homogéne équivalent. On
¢ +app= —Aoa constate que pour les temps courts, la réponse des systemes
o hétérogenes est plus “rapide” que celle du milieu homogeéne
que I'on peut &crire : méme si pour les temps longs on trouve que la réponse du
_ ro RT systeme 2 est plus “lente” que celle du milieu homogéne.
peopT =7 ap A2 (25) Nous avons également porté sur la Fig. 5 les réponses de
P milieux réels constitués de laiton et de PVC (le cas 3 est
F=— ho  dT (26) un sandwich PVC-laiton-PVC; le cas 4 un sandwich laiton-
1+apdx PVC-laiton, voir Section 6); on constate strictement la

Ecriture que I'on peut comparer au systéme (6) et (7) soit: Méme tendance, une montée en température plus rapide que
le milieu homogéne pour les temps courts. La représentation

pe(p) p°T = X(p)pi de V_ernotte ne peut dqnner enaucun cas ce type de réponse ;
dx? s’agissant d’observations en face arriére, la température
_ dT prédite par le modéle de Vernotte est différée en début de
o= —Mp)l?a processus par rapport a celle prédite par le modéle de Fourier
a cause de la vitesse finie de propagation de la chaleur

Il apparait alors que le systéeme (25), (26) fixe les incluse dans ce modéle.

fonctionspc(p) et (p) sous la forme :

5e(p) = PO ot 5.3. Autre approche simplifiée
T(p)— A0 La question est de savoir si I'on peut trouver une bonne
(p)= p(L+ap) approximation de.(r) et pc(¢). Pour obtenir une expression

simple de I'équation de la chaleur, nous allons chercher des
approximations d&(p) eti(p).

Poura(p), le comportement aux grandes valeurs jde
pc(t) =pco et (27) étant le méme dans tous les cas, nous avons choisi un

approximant de Padgl, 0] (pour p — oo, a — o0). En

M(r) = do[ 1 — exp(—t/a)] (28) ce qui concerne.(p), le choix est plus difficile car le

Il est évident quex ne peut étre que positif (voir comportement auyp grands dépend de la configuration du
relation (28)), c’est-a-dire que le systéme (23), (24) ne peut systéme; dans le cas 1, popr— oo, pA(p) — 0 et dans
donner que des températures qui varient “moins vite” que le cas 2,pA(p) — oo ; on a donc choisi un approximant de

On peut remarquer qu'aprés transformée inverse, ces
expressions donnent :
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Ce systéme comporte 5 parametigsio, o1, a2 etas
au lieu de 3 comme dans I'approche classique.

Padeé [1,1] qui ne satisfait ni le cas 1 ni le cas 2 ppgrand
puisque I'approximant dgA(p) tend vers une valeur finie.
Aprés avoir développé&(p) etA(p) en série entiére (voir

Annexe C) tout calcul fait, on obtient les approximants
5.4. Multi-matériaux

suivants :

a(p) =ao(l4+a1p) avec 5

o1 =1./12 dans les 2 cas (29) En appliquant les résultats du paragraphe 3, il est facile

ot de voir comment évolue la réponse d’'un empilementzde
ho [ 1+aap cellules unités dans le cas des milieux dégénérés.

rp) = _(7> (30) Si I'on rameéne I'échelle des temps au temps caractéris-
p \1+asp tique de I'ensemble de I'empilement, = n?z, ; il suffit de

avecaz = 1./10, @3 = 111, /60 pour le cas 1 etr = 7./5, remplacer dans les;, 7. parz.,/n°. Les Figs. 7(a) et (b)

a3 = 1./30 pour le cas 2. donnent les réponses impulsionnelles pour 2 et 4 cellules
La Fig. 6 compare les réponses exactes et approchéesinités par le calcul exact et par le calcul approché pour les

(ainsi que la reponse du milieu homogéne) pour la méme deux configurations.

configuration que la Fig. 5. Dans ce cas, la réponse est

donnée par T = 1/C avec ici

— £1+a2p \/E S|nh(_i> 1.2 - T T T T T T T
Jaol+oazp /1+ayp Jao /14 a1p
Il peut étre intéressant de retrouver I'équaton de¢ fa |
chaleur correspondant a cette approximation, soit : eemmm T
1 cellule -
2 -7 -
d—T:#T osf -~ i _
dx?  ag(1+ 1p)
et 10.6 r 2 cellules / 2 ” / ’ b
_ 1 + o2p dT - / (4 / !
Q= _}"0 - / /
1 —+ oa3p dx 0.4} 2 4 e}l(}les 1
soit apres retour de Laplace : /
Vi / — 1cellule exact
azT asT 1 a T 0.2 // / milieu homogeéne — i g:::ﬂ:gz Z::g: m
- + al—z [ (31) // /v/ - - ;ce::u:e approcl:]é’
— — 2cellules approche
0x dx4ot ap Jat / - - 4cellﬂles aggroche’
et g |/ | . . ‘ ‘ ‘ — n:ilieu hom?géne
00 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 05
dp aT 32T e
+az— =—io| — +ta2 32 @
AR ox axd1 (32)
1.2 T T T T T T T
12 T T
nl ]
- e g—
== _ 2 cellules -
08f L =77
08 T 7 ] ~ - ’1/celllule
- %06 milieu homogéne / /7 g o - 1
x 06 b - / / S
g /s
0.4 4
ar . i
0.4} 8 - g
7 7 2 celbles ovact
2F 7 7 — 4 cellul tH
TR R i
g — - - 7 — — 2cellules approche
| - C: > R: B C: exact YL — - 4cellules aESroché
—- C,- 2R - C,approché PP . ) ) . ) L = n:ilieu hom?géne
/ ) ‘ ) ) ) ‘7 miIiet: é(tquivaler:t 00 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
00 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 v K
t/‘t:C (b)

Fig. 6. Comparaison réponses exactes — réponses approchées (mémEig. 7. Réponses impulsionnelles exactes et approchées pour les milieux

configuration que pour la Fig. 5).

dégénérés. (a)R; — 2C; — Ry et (b) :C; — 2R; — Cy.
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2 2 2
6. Casdes milieux réels - el 1K 1K, >
- - - H 35
a(p) ‘L’c|:+12‘rcp 7202 P (35)
On reprend les empilements qui nous ont déja servi _ 14 1
comme cas tests pour I'étude de «I’homogénéisation » desh(P) = Ri+Rop
multicouches [2], soit : K1 1 K ,
M 127 720k 227 (38)
— cas fi 1 : un tricouche PVC-laiton—-PVC avec 1,5 mm (R1+ R2)
d’épaisseur pour les couches de PVC et 10 mm pour laavec
couche de laiton,
— cas fi 2 : un tricouche laiton—PVC—laiton avec 5 mm ¢ = 2(e1+¢€2)
d’épaisseur pour les couches de laiton et 3 mm pour la ¢, — (Ry + R»)(C1 + C2)
couche de PVC, K—R R
_ cas A 3 : un empilement de 4 cellules du type PvC— K =R2C1— RiC2
laiton—-PVC, H =3C3R? + 3C2R5 + 12C2R2C1 4 4R?C? + 12C3R1R2
- Fc)?/scﬁlgit:olrj]n empilement de 4 cellules du type laiton— + 34R1C1R>Co + 12R1CfR2 + 4R§C§ + 12C1C2R§
’ I =(2Rz2+ R1)/(Rz + Ry)
(on a choisi : 0,15 Wn=1.K~! pour la conductivit¢ du  j — 11R3Cy 4 7C1R3 + 34R?RoCy 4 24C1R2R?
PVC, 100 Wm~1.K~1 pour la conductivit¢ du laiton, 2 2 3 3
10° Jm=3.K~1 pour la chaleur volumique du PVC, 4 +36R5C2Ry + 26C1Ry Ry + 8C2R; + 4C1R;
10° Jm~3.K~* pour la chaleur volumique du laiton). soit les approximants :
Dans ce cas, les expressionsidg) eti(p) sontdonnées
par a(p)=ao(l+a1p) avecas = K?/12r, (37)
_ M l+azp
o Pt C I v =
IN2[A + /A2 — 1]
e avec
_ /A2 —
= > (34) oy = J K (2R2+ Ry)
pBIN(A+vAZ—1] 60(R1 + R2) 2Rz + R1) 12 (R2+ Ry)
ou et

A =coshy/pR1C1 coshy/ pR2C2 3 J

o3 =
1 60(R1 + R2)(2R2 + R1)
—sinhy/pR1C1 sinhy/ pR>C .
+2 prita piat2 Tous calculs faits on trouve :

CoR1 C1R2
\/ N — pourlescaslet3:
% |: C1R> + C2R1:| P

V =616 =86,63 et a3=153,6
B =sinh,/pR1C1 COSh\/PR2C2/\/pC1/R1 o1 6 o2 a3

1 .
+ E[COSH\/ pR1C1+ 1] Slnh\/pR2C2/\/pC2/R2

1
+ E[COSH\/ pR1C1 — 1]
x sinhy/pR2C2+/pC2/R2/(pC1/R1) rés:

dans lesquelleR; = 2e¢1/11 est la «résistance» du mi-
lieu 1 (premiére et troisieme couchely = 2e2/A2 la
«résistance » du milieu 2 (deuxiéme couch®)= 2pc1e1 17 = 0,0833,, o1 =0,0713,
la «capacité» du milieu 1 (premiére et troisieme couche),
C2 = 2pcae la « capacité »du milieu 2 (deuxieme couche).

— pourlescas2et4:

o1 = 61,66 o2 =164,22 et a3=231,37

—casfil:

azq = 0,100C,, a2 =0,100%,

a3g = 0,1833, a3 =0,178C,
6.1. Approche simplifiée
—casfi2:
Il s’agit de trouver les approximants de Padé pour _ _
a(p) et A(p). Un code de calcul formel nous donne les oz2a = 0,200C, oz =0,190C
développements suivants : azg = 0,033, a3 =0,0363,

On peut comparer ces résultats avec les milieux dégéné-
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0.8

041

02r 7 ! — PVC —laiton - PVC exact [
7 — laiton - PVC — laiton exact
/ — - PVC - laiton - PVC  approché
/ — - laiton — PVC - laiton approché
— -_milieu homogéne
0 1 1 I L ; ; I
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 03 0.35 0.4 0.45 0.5

0.8 PVC - laiton - PVC

-1

0.6

T(x

0.4

0.2

—— PVC - laiton - PVC  exact m
— laiton - PVC - laiton exact

— - PVC - laiton - PVC  approché
— - laiton - PVC - laiton approché

— - milieu homogéne
T T

L 1 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

!/tc

(b)

Fig. 8. Réponses impulsionnelles exactes et approchées d'assemblages

T
0.35 0.4 0.45 0.5

laiton — PVC. (a) : 1 cellule et (b) : 2 cellules.

— empilementh2:

a1 =0,028&,, az =0,148&,, oz = 0,056,

6.2. Comparaisons des réponses impulsionnelles

Les Figs. 8(a) et (b) comparent les réponses impulsion-
nelles exactes et approchées dans les 4 cas des assemblages
laiton—PVC. Comme on peut le voir, I'accord est tres bon.

7. Casgénéral dessystémesnon symétriques

Dans le cas de systéemes non symétriques, les coefficients
A et D de la matrice de transfert associée sont différents
(A # D) et la solution précédente ne peut convenir; il est
donc nécessaire d'introduire une fonction supplémentaire.

7.1. Approche non locale

La forme proposée pour la matrice de transfert corres-
pondant a un milieu non symétrique est suggérée par les
quadripdles utilisés dans 'analyse des transferts convectifs
monodirectionnels [11]. Toutefois dans le cas d’un transfert
convectif, le quadrip6le n’est pas passif, autrement dit le dé-
terminant de la matrice de transfert n'est pas égal a I'unité,
ce qui est nécessairement le cas pour un transfert diffusif. Il
faut donc modifier simultanément la forme de la densité de
flux de chaleur de maniére a retrouver pour I'équation de la
chaleur une forme analogue a (3).

On propose pour la densité de flux I'écriture suivante :

t
oT
(p:—v/lC(t—r)E(t)dr

0
t

3°T
—/A(t—r)m(r)dt
0

(39)

A titre d’exemple nous avons calculé les parameétres pourou K(¢z) est une fonction liée a une pseudo-vitesse de

un matériau réel, un composite Kevlar—Epoxy défini par :

Epoxy :
A1 =0,08 Wm~ 1K1
pc1=1,25x 100 Im=3.K!
e1=0,08x10"3m
Kevlar :
Ao =140Wm LK1
pco =1,43x 10° Im—3.K1
e2=0,14x 103 m

Tout calcul fait on trouve :

— empilementh 1 :

a1 =0,02&,, a2 =0,098&,,

a3 =0,150C,

conduction et de généraliser le bilan d’énergie unidirection-
nel sous la forme :

t t
3°T 32T
/pc(t—r)ﬁ(r)dt—i-/lC(t—r)m(r)dt
0 0
t
9%T
:/IC(t—r) Py (r)dr
0
t
33T
—7)—— 4
+/A(t t)ataxz(t)dr (40)
0
soit I'expression :
t t
32T 33T
S = — 41
/pc(t 7) 07 (r)dr /A(t t)ataxz(t)dr (42)
0 0
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Apres transformation de Laplace sur le temps, on obtient :

_ der -
k(p)p@ =pc(p)pT

gue I'on peut écrire :

’*]I

d2

§=—K(p)pT — x(p)piL

dont la solution sous forme matricielle (quadripdle) s’écrit :

[>1

Q\I"e

T aveca= 5e

[=X
N

Ti—o\_(E F\ (T
(e)=(c () @
avec
K .
E = coshat) + — sinh(« ) (43)
Ao
_ smr‘EaZ) (a4)
pia
_ £ \?
G= pka[l — (_—) ] sinh(wf) (45)
Ao
K .
H = coshaf) — — sinh(af) (46)
Ao

eta? = p/a. |l est facile de montrer que la forme de la ma-
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7.2. Cas particuliers des milieux dégénérés

A titre d’exemple, nous appliquons les résultats précé-
dents a deux bicouches dégénérés constitués d'un isolant Ié-
ger caractérisé par une résistance thermiqug)(2t d'un
conducteur lourd caractérisé par une capacité thermique
(2C;). Dans le premier cas, la résistance est en milieu 1;
dans le deuxiéme cas, la capacité est en milieu 1; d’'ou les
matrices de transfert :

—casfil:
1 ZR, 0
2C[p 1
_ 1 + 4RI C[p 2R[
_ < By, ) (52)
—casf2:
1 2R,
2c, P 1 1
2R,

En introduisant le temps caractéristiqte= 4R,C;, on
obtient :

trice de transfert précédente est conservée pour 'empilement

den cellules unités identiques (voir Annexe B).

Pour déterminer alors les propriétés du milieu équivalent, A=

il suffit maintenant d’identifier terme a terme ; dans le cas

général, on obtient :
2
= Pt (47)
(452 ¢ fagpy2 1)
1=t et (48)
PP AR+ \/(452)2 ~1)
et
— A-D
K= 49
298 (49)
et par suite :
INAER 4+ (452)2 - 10,/ (4527 1
pec= (50)

¢p?B

L'énergie du milieu non local est maintenant donnée par
comparaison entre les relation (5) et (40) par

t
E= / |:,oc(t - ‘L’)ﬂ(l') + K@ — ‘L’)ﬂ(l’)} dr (51)
dat 0x
0

52
a= P (54)
+5p+,/A+5p)?2-1]

0 1+ %p)? —

CTR (55)

Ri pini14+%p+ /(1+ %p)2—1]
K=C, (casfil), K=-C, (casni?2) (56)
et par suite :
N+ 3p+ Ja+ Ep? -1/ 5p2 -
pe= ZEPZRI

(57)

Les Figs. 9 et 10 montrent les variationside) et pc(z).
Pour K(¢) on trouve un Dirac (positif pour le cas i et
négatif pour le cash2). Dans ce cas I'énergig du milieu
est donnée par la relation (51) vaut

t
oT oT
E= / poct —1)—(1)dt £ C;,— ()
at dax
0

La relation précédente n'est pas exacte localement pour le
milieu réel mais seulement en moyenne sur une cellule-unité

O<x <{.Enposant-)=1/¢ f(f -dx, il vient :

(T)

t
(€) =/,06(t— T)aat

0

La signification du second terme apparait clairement sous
cette derniére forme. L'énergie de la cellule unité dégénérée

(r)dt £ C; (Tx—¢ — Tr=0)(?)
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température pour le cas d’'un systeme hétérogéne et pour un

a5 i transfert unidirectionnel :
t t 2
aT 9°T
81 il =— | Kt—1)—()dt — | Mt —7 7)dt
@ / ( )at() /( )8tax()
25l i 0 0
L'équation du bilan thermique s’écrit alors :
< ol R
=< 13 t 3T
sl | /,oc(t r) (r) dt_/k(t—t) 99x 2(t)dr
0 0
T ol pc(r), K(t) et A(t) sont des fonctions dépendant des
ol | matériaux et de la structure du systeme.
' Nous avons également montré que dans le cas de sys-
. , , , , , , , , , temes symétriques, on pouvait obtenir une équation de la
¢ e w2 e e chaleur approchée sous la forme :
2 3
Fig. 9. Conductivité thermique volumique d’'un milieu bicouche dégénéré 3_T alB—T — ia_T
non symeétrique. dx2 9x29t ag ot
avec le flux donné par :
\ oo dp __ (0T N 92T
T T T T T T T T T oy— = — —_— (0%
a1 o\ Bx " “Poxar
35F ] ol o1, a2, a3 sont 3 constantes caractéristiques de la

structure du milieu hétérogene.

Enfin nous avons également montré que I'équation de
Vernotte (ou équation hyperbolique) appliquée a un milieu
homogéne unidirectionnel ne peut en aucun cas décrire le
comportement en diffusion de systéemes hétérogénes comme
des murs multicouches.

pc/(pc)
S
1

WL Annexe A

05} . >
peq
A1 = D1 =cosh|/—=
0 1 1 1 1 1 1 1 1 Il al
0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
p

t/t 2
B1 =sinh re A
Fig. 10. Chaleur volumique d'un milieu bicouche dégénéré non symétrique. ©1 = ai 1

Ci=M / smh,/p i

est contenue uniqguement dans la capacité thermique et ne

dépend pas de la température moyeffiede la cellule mais p4 e2
2= D> =co0s

seulement de latempérature de I'extrémité O oux = £ en

contact avec la capacité. Par exemple, en régime permanent
ou (T) = (Tx=0+ Tx=¢) /2, (£) = 2C(T) £ C;(Tx=y — By = sinh /A ﬂ
Ty—0) = 2C;Ty—o (cas 1 2) ou X, T,—, (cas 1 1) suivant az
I'extrémité en contact avec la capacité. 102
€
Ca=h2 / smh L)

. = coshb coshb
8. Conclusion 1 2
1. . 2 C1
+ = sinhbysinhba| — + —
2 c1 C2

Nous avons proposé une écriture générale de la loi de 1
comportement reliant la densité de flux thermique et la B = C—lsmhblcoshbg
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1 .

+ —(coshb1 + 1) sinhb2
2c2
c2 .

+ —z(coshbl — 1) sinhby
2c]

C = c1sinhb1 coshhy
+ %z(coshbl + 1) sinhby

2
+ 1 (coshby — 1) sinhby
2c2

ou
b1=_/ L 2eq, by = 14 2e2
al az
cl1= )\l —, Cc2 = )LZ £
ail az
Annexe B

On utilise les propriétés suivantes :

coshX  Ysinhx\" [ coshnX)
sinhX/Y coshX ~ \sinh(nX)/Y
et

coshX + Z sinhx Y sinhX "
(1—Z?%sinhX/Y coshX — ZsinhX

Y sinh(nX)
coshinX) — Z sinh(nX)

Y sinh(nX)
coshinX)

_ { coshinX) + Z sinh(nX)
~\ (1-2Z%sinhnX)/Y

AnnexeC

14 % "3
5P

2.2 3.3

pte  pts | pT; S 44

~ 14 L -
b t”( T8 T 128 T 1024 32768 © T )

2
Tc Tc
Inf14+ % 1+ %p) -1
2.2
PTc 3p T 5 3.3
’"”( 224 " 620 718"

d'ou

02 pte  p°t?
a ~_|1 — ¢ ce
a(p) =7 < + 240 © )

. 12
X:%(l— ”1TZC+%+---) cas1
R R
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