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Résumé

Pour un transfert diffusif monodimensionnel au travers d’un milieu hétérogène spatialement périodique, la méthode des qu
thermiques permet d’obtenir exactement l’équation non-locale en temps à laquelle obéit le transfert. Le cas des milieux symétriq
lesquels l’entrée et la sortie peuvent être permutés) et non-symétriques est analysé séparément. Quelques exemples d’applicati
milieux dit dégénérés (constitués de résistances ou capacités pures) ou réels sont analysés. L’équation obtenue ne se réduit pas
hyperbolique de Cattaneo–Vernotte qui se révèle inadéquate pour décrire les transferts diffusifs au travers de milieux hétérogène
 2003 Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

For a one-dimensional diffusive transfer through a spatially periodic heterogeneous medium, the quadrupoles method allows
the exact non-local (in time) equation describing the transfer. The case of reversible (that is to say when input and output can be
and non-reversible media is examined separately. Some examples are treated for illustration: degenerated media (made of pure
or capacitances) or real media. The obtained equation cannot be reduced to the hyperbolic Cattaneo–Vernotte equation, which
describe diffusive transfer through heterogeneous media.
 2003 Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.
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1. Introduction

Les situations pour lesquelles le modèle classique
transfert thermique (ou massique) par diffusion écrit sou
forme de l’équation parabolique de la chaleur doit être
mis en cause suscitent toujours un grand intérêt. Vern
[1] et Cattaneo [2] ont proposé pour résoudre le parad
d’une vitesse de propagation infinie un modèle de cond
tion hyperbolique aux temps courts qui se réduit à la fo
parabolique ordinaire aux temps longs. La microthermi
s’intéresse tout particulièrement à l’étude du transfert t
mique très rapide sur de très courtes dimensions spatia
a montré que l’analyse de Cattaneo ou Vernotte ne pe

* Auteur correspondant.
Adresses e-mail :christian.moyne@ensem.inpl-nancy.fr (C. Moyne

alain.degiovanni@ensem.inpl-nancy.fr (A. Degiovanni).
1290-0729/$ – see front matter 2003 Éditions scientifiques et médicales El
doi:10.1016/S1290-0729(03)00071-1
t
t

qu’une description très imparfaite des résultats de sim
tion numérique obtenus par dynamique moléculaire [3].

Notre propos ici est tout autre. Nous recherchons un
ternative pour décrire de façon exacte le transfert diff
au travers d’un milieu hétérogène monodimensionnel
tialement périodique en renonçant au modèle classiqu
Fourier et en représentant ce milieu hétérogène par un
lieu homogène équivalent ne vérifiant plus la loi de Four
Une telle situation peut se rencontrer dans de nombre
situations pratiques aussi bien en transfert de chaleur
de masse. Ce problème est plutôt d’intérêt théorique en
tière de transfert thermique où les milieux sont généralem
rapidementhomogénéisables, c’est-à-dire peuvent être rem
placés par un milieuhomogèneéquivalent satisfaisant à
loi de Fourier [4]. Ceci n’est pas nécessairement le cas
de nombreux problèmes de diffusion de masse du fait d
contraste de propriétés thermophysiques généralemen
grand [5,6].

L’application sera faite sur un cas simple permett
de mener les calculs de façon exacte ; on a choisi c
sevier SAS. Tous droits réservés.
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Nomenclature

a diffusivité thermique . . . . . . . . . . . . . . . . . m2·s−1

A,B,C,D coefficients des matrices de transfert
c vitesse de propagation . . . . . . . . . . . . . . . . m·s−1

Ct capacité thermique . . . . . . . . . . . . . . . J·m−2·K−1

e épaisseur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . m
E,F,G,H coefficients des matrices de transfert
K fonction liée à une pseudo-vitesse de

conduction. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . J·m2·s−1·K−1

E énergie volumique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . J·m−3

� longueur de la cellule unité . . . . . . . . . . . . . . . . m
n nombre de cellules unités
Rt résistance thermique . . . . . . . . . . . . . K·m2·W−1

p variable de Laplace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . s−1

t temps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . s

T température . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . K
x coordonnée d’espace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . m

Greek symbols

α constante de temps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . s
λ conductivité thermique . . . . . . . . . . W·m−1·K−1

ρc chaleur volumique . . . . . . . . . . . . . . . J·m−3·K−1

ϕ densité de flux de chaleur . . . . . . . . . . . . W·m−2

τ variable temporelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . s
τc temps caractéristique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . s

Subscripts, superscripts and other symbols

L transformation de Laplace
¯ variable dans l’espace de Laplace
Le
es

ine
les

aine

flux
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Fig. 1. Cellule–unité (a) et milieu équivalent (b).

du multicouche en transfert unidirectionnel (Fig. 1).
problème peut se poser de la façon suivante : quelle
l’équation et la loi de comportement qui dans le doma
[0, �] conservent les relations entrée-sortie, c’est-à-dire
t

relations entre température et flux en entrée du dom
(x = 0) et température et flux en sortie du domaine (x = �) ?
L’équation est non locale (en temps) car la densité de
de chaleur en un point du milieu ne va plus dépen
seulement des grandeurs instantanées locales du cham
température mais de l’histoire thermique du milieu au po
considéré. Signalons que dans le cas de milieux poreux
représentation non locale approchée des lois de trans
été démontrée par divers auteurs, par exemple [7,8].

Cette approche a un autre but : justifier ou réfuter le te
de propagation que certains auteurs [9] ajoutent à l’équa
de la chaleur pour interpréter des expériences sur des mi
hétérogènes.

Une première difficulté apparaît : le milieu homogène
diffusion pure estsymétrique, c’est-à-dire que l’on peut pe
muter l’entrée et la sortie du système sans modifier, à c
inversion près, les résultats. Aussi nous allons envisager
d’abord le cas d’un multicouchesymétrique, puis nous gé-
néraliserons le résultat aux systèmesnon symétriques.

2. Écriture du multicouche : cas du tricouche
symétrique

Considérons un milieu tricouche symétrique (0< x < �)
composé de deux couches identiques d’épaisseure1 d’un
milieu 1 (0< x < e1 et e1 + 2e2 < x < 2(e1 + e2)) et
d’une couche d’épaisseur 2e2 d’un milieu 2 (e1< x < e1 +
2e2). Le milieu est supposé être à l’équilibre thermiqu
température nulle à l’instantt = 0. Le problème s’écrit :


∂2T1

∂x2 = 1

a1

∂T1

∂t
0< x < e1

∂2T2

∂x2
= 1

a2

∂T2

∂t
e1< x < e1 + 2e2

∂2T3
2 = 1 ∂T3

e1 + 2e2< x < 2(e1 + e2)

(1)
∂x a1 ∂t
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
T1 = T2

λ1
∂T1

∂x
= λ2

∂T2

∂x

enx = e1

et

T2 = T3

λ2
∂T2

∂x
= λ1

∂T3

∂x

enx = e1 + 2e2

A la températureT on associe la densité de fluxϕ =
−λ∂T

∂x
. T et ϕ désignant les transformées de Laplace

temps deT et de ϕ, la solution de ce problème e
élémentaire et la représentation en matrice de transfert
donne [10,11] :(
T x=0
ϕx=0

)
=

(
A1 B1
C1 D1

)(
A2 B2
C2 D2

)(
A1 B1
C1 D1

)(
T x=�
ϕx=�

)
A1, B1, C1,D1, A2, B2, C2,D2 sont donnés en Annexe A

La matrice de transfert du système est donc :(
A B

C D

)
=

(
A1 B1
C1 D1

)(
A2 B2
C2 D2

)(
A1 B1
C1 D1

)
(2)

avecA, B, C, D donnés en Annexe A.

3. Approche non locale

Il s’agit de trouver une équation de la chaleur pour
milieu homogène correspondant à la matrice de tran
précédente (2).

Une généralisation évidente de l’équation de la cha
linéaire peut s’écrire (en supposant toujours qu’àt = 0, le
milieu est à l’équilibre thermique) :

t∫
0

ρc(t − τ )∂
2T

∂t2
(τ )dτ =

t∫
0

λ(t − τ ) ∂
3T

∂x2∂t
(τ )dτ (3)

avec

ϕ = −
t∫

0

λ(t − τ ) ∂
2T

∂x∂t
(τ )dτ (4)

où la chaleur volumiqueρc0 et la conductivité thermiqueλ0
sont remplacées par des fonctions du tempsρc(t) et λ(t).
On remarquera que cette formulation suppose qu’à l’ins
t = 0 la densité de flux de chaleurϕ est nulle.

La formulation (3), (4) est une extension naturelle
l’équation de la chaleur. En effet, siρc et λ sont des
constantes, comme à l’instant initial le milieu est à l’éq
libre thermique, il est immédiat de retrouver le cas classi
de l’équation parabolique de la chaleur. Remarquons ég
ment que l’hypothèse de l’équilibre thermique initial pe
être levée en étendant l’intégration pour−∞< τ < t . L’in-
terprétation physique de la proposition (3), (4) peut être f
en suivant l’analyse de Sobolev [12]. La loi de conser
tion (3) n’exprime rien d’autre que la variation tempore
s

-

de l’énergie volumique du milieu, notéeE et qui est égale
à l’opposé de la divergence de la densité de flux de cha
soit :

∂E
∂t

= −∂ϕ
∂x

(5)

La comparaison de (3) et (5) conduit à définir l’éner
interne du milieu sous la forme

E =
t∫

0

ρc(t − τ )∂T
∂t
(τ )dτ

En utilisant l’écriture (3) et (4), après transformation
Laplace sur le temps on obtient :

ρc(p)p2T = λ(p)pd2T

dx2
(6)

ϕ = −λ(p)pdT

dx
(7)

soit pour (6) :

d2T

dx2 = p

a
T aveca = λ

ρc
(8)

dont la solution s’écrit sous forme de matrice de transfer(
T 0
ϕ0

)
=

(
E F

G H

)(
T 1
ϕ1

)
(9)

E =H = cosh

√
p�2

a

F = sinh

√
p�2

a

/(
pλ

√
p

a

)

G= λp
√
p

a
sinh

√
p�2

a

Il suffit d’identifier chaque terme des matrices de trans
(2) et (9). Le système étant sans source interne, on a :

AD−BC = 1 et EH − FG= 1

De plus le multicouche étant symétrique, on a :

A=D et E =H,
d’où les deux relations restant à écrire :

A=E (10)

B = F ou C =G (11)

où les inconnues sonta(p) etλ(p).
De façon générale, on obtient :

cosh
√
p�2/a =A (12)

sinh
√
p�2/a

λp
√
p/a

= B (13)

D’où l’on déduit
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a = p�2

ln2(A+ √
A2 − 1)

λ=
√
A2 − 1�

pB ln(A+ √
A2 − 1)

et par suite

ρc=
√
A2 − 1 ln(A+ √

A2 − 1)

p2B�

avec

λ(t)= L−1[λ(p)], ρc(t)= L−1[ρc(p)]
l’équation non locale étant donnée par le système (3), (4

4. Multi-matériaux

Que devient le système si on multiplie les couches com
sur le schéma de la Fig. 2 ? En utilisant les proprié
des quadripôles, il est facile de calculer la matrice
transfert équivalente à l’empilement den cellules unités
(voir Annexe B). On montre alors que les fonctionsλ(p) et
ρc(p) sont inchangées.

En effet, si on appelle
( A0 B0
C0 D0

)
la matrice de transfert d

la cellule unité, on obtient, pour l’empilement (d’épaiss
n�) den cellules, la matrice :

An =Dn = cosh
[
n ln

(
A0 +

√
A2

0 − 1
)]

Bn =
√
B0

C0
sinh

[
n ln

(
A0 +

√
A2

0 − 1
)]

Cn =
√
C0

B0
sinh

[
n ln

(
A0 +

√
A2

0 − 1
)]

Fig. 2. Exemple de multi–matériau.
D’où (voir (12) et (13))


coshn�
√
p√
a

=An
sinh

n�
√
p√
a
/
(
λp

√
p
a

)
= Bn

soitn�
√
p/

√
a = n ln(A0 +

√
A2

0 − 1) et par suite

a = p�2

ln2(A0 +
√
A2

0 − 1)

λ= �

p

√
a

p

√
C0

B0
= �

p

√
a

p

√
A2

0 − 1

B0

=
�

√
A2

0 − 1

B0p ln(A0 +
√
A2

0 − 1)

ce qui est identique à l’empilement d’une cellule, de mê
pourρc.

Ces fonctions sont donc intrinsèques à l’arrangem
des milieux (de façon générale à la structure interne
indépendantes du nombre de couches.

5. Application à des milieux dégénérés

Avant de donner un exemple sur des milieux réels, n
allons examiner le cas extrême de systèmes tricou
constitués de milieux dégénérés présentant un cont
maximum de diffusivité thermique.

5.1. Calcul exact

Supposons les milieux 1 et 3 constitués d’isolant
ger (a1 → ∞) caractérisés par une résistance thermi
Rt (e1/λ1) et le milieu 2 constitué au contraire d’un condu
teur lourd (a1 → 0) caractérisé par une capacité thermiq
2Ct (2ρc2e2).

La matrice de transfert du système (2) se simplifie :(
A B

C D

)
=

(
1 Rt
0 1

)(
1 0

2Ctp 1

)(
1 Rt
0 1

)
(14)

Les équations (10) et (11) deviennent :

cosh

√
p�2

a
= 1+ 2RtCtp (15)

λp

√
p

a
sinh

√
p�2

a
= 2Ctp (16)

L’équation (15) donne :

a = p�2

ln2[1+ 2RtCtp+ √
(1+ 2RtCtp)2 − 1] (17)

et l’équation (16) :
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Fig. 3. Conductivité thermique dans le cas d’un milieu tricouche dégén

λ= 2Ct
√
a

√
p sinh

√
p�2

a

(18)

ρc= 2Ct
√
p

√
a sinh

√
p�2

a

(19)

soit en introduisant le temps caractéristique du systèmeτc =
4RtCt = �2/a0 :

λ= �

2Rt

τc√
(1+ τc

2 p)
2 − 1 ln[1+ τc

2 p+
√
(1+ τc

2 p)
2 − 1]

ρc= 2Ct
�

ln[1+ τc
2 p+

√
(1+ τc

2 p)
2 − 1]

p

√
(1+ τc

2 p)
2 − 1

On remarque que lorsquet → ∞ (soitp→ 0), la limite
deλ(t) est égale à 1/(2Rt) qui est la valeur homogénéisé
ainsi que pourρc(t) soit 2Ct/�.

Les Figs. 3 et 4 donnent les variations deλ(t) etρc(t).
Si maintenant on permute les milieux, 1 et 3 s

des conducteurs lourds de capacité thermiqueCt et 2 est
un isolant léger de résistance thermique 2Rt ; la matrice
devient :(
A B

C D

)
=

(
1 0
Ctp 1

)(
1 2Rt
0 1

)(
1 0
Ctp 1

)

Soit

cosh

√
p�2

a
= 1+ 2RtCtp

sinh

√
p�2

a

/(
λp

√
p

a

)
= 2Rt

soit

a = p�2

2
√

2
(20)
ln [1+ 2RtCtp+ (1+ 2RtCtp) − 1]
Fig. 4. Chaleur volumique dans le cas d’un milieu tricouche dégénér

λ=
√
a sinh

√
p�2

a√
p 2Rtp

(21)

ρc= sinh
√
p�2

a√
p

√
a 2Rtp

(22)

en introduisant le temps caractéristiqueτc comme précé
demment, on obtient :

λ= �

2Rt

√
(1+ τc

2 p)
2 − 1

p ln[1+ τc
2 p+

√
(1+ τc

2 p)
2 − 1]

ρc= 2Ct
�

√
(1+ τc

2 p)
2 − 1 ln[1+ τc

2 p+
√
(1+ τc

2 p)
2 − 1]

τcp2

On remarque que l’expression dea est identique dans le
deux cas (formules (17) et (20)). Les Figs. 3 et 4 donnen
variations deλ(t) etρc(t) pour ce cas.

5.2. Approche simplifiée de type Vernotte

On peut se poser la question de savoir s’il existe une
lation entre cette représentation non locale (équations
et (4)) et la représentation plus classique par une équ
hyperbolique introduite par Maxwell [13], Morse et Fes
back [14], Vernotte [1] et Cattaneo [2] pour prendre
compte une vitesse de propagation finie de la chaleur.
kov a repris cette formulation en 1966 [5] pour expliqu
des processus dissipatifs et dispersifs en transfert de m
en particulier. On pourra consulter [15] pour une bibl
graphie détaillée. Plus récemment, Kaminski [9] a uti
cette formulation pour représenter la diffusion de cha
dans des matériaux hétérogènes à l’échelle microscop
mais considérés comme homogènes à l’échelle d’obse
tion. Alors que la loi hyperbolique se propose d’être une m
dification pour les temps courts de l’équation paraboliqu
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la chaleur, il s’agirait d’appliquer cette formulation à des fi
d’homogénéisation.

Rappelons très brièvement la forme hyperbolique liné
de l’équation de la chaleur :

ρc0

(
∂T

∂t
+ α∂

2T

∂t2

)
= λ0�T (23)

associée à l’expression de la densité de flux :

ϕ + α∂ϕ
∂t

= −λ0 gradT (24)

Si l’on utilise ces équations pour des systèmes hét
gènes, le problème est la signification du paramètreα qui
dans la formulation classique de Maxwell ou Vernotte es
à la vitesse de propagationc de la chaleur parα = a/c2.

Connaissant maintenant une expression de l’équatio
la chaleur permettant de représenter la diffusion dans
milieux hétérogènes, rechercher la signification deα revient
à comparer le système (3), (4) avec le système (23), (24
milieu dans les deux cas étant considéré comme homo
à l’échelle de description.

Le système (23), (24) en unidirectionnel et après trans
mation de Laplace donne :

ρc0
(
pT + p2αT

) = λ0
d2T

dx2

ϕ + αpϕ = −λ0
dT

dx
que l’on peut écrire :

ρc0pT = λ0

1+ αp
d2T

dx2
(25)

ϕ = − λ0

1+ αp
dT

dx
(26)

Ecriture que l’on peut comparer au système (6) et (7) so

ρc(p)p2T = λ(p)pd2T

dx2

ϕ = −λ(p)pdT

dx
Il apparaît alors que le système (25), (26) fixe

fonctionsρc(p) etλ(p) sous la forme :

ρc(p)= ρc0

p
et

λ(p)= λ0

p(1 + αp)
On peut remarquer qu’après transformée inverse,

expressions donnent :

ρc(t)= ρc0 et (27)

λ(t)= λ0
[
1− exp(−t/α)] (28)

Il est évident queα ne peut être que positif (vo
relation (28)), c’est-à-dire que le système (23), (24) ne p
donner que des températures qui varient “moins vite”
e

Fig. 5. Réponse en face arrière à un flash en face avant (milieux dégé
et milieux réels en laiton et PVC).

l’équation de Fourier (c’est-à-dire pourα = 0). Or la Fig. 5
montre les réponses en température sur la facex = �, lorsque
la facex = 0 est soumise à un Dirac de flux (cas classi
de la méthode “flash” pour la mesure de la diffusiv
thermique de milieu homogène), pour le cas 1 (c’es
dire l’empilementRt − 2Ct − Rt ), le cas 2 (empilemen
Ct −2Rt −Ct ) et le cas du milieu homogène équivalent.
constate que pour les temps courts, la réponse des sys
hétérogènes est plus “rapide” que celle du milieu homog
même si pour les temps longs on trouve que la répons
système 2 est plus “lente” que celle du milieu homogène

Nous avons également porté sur la Fig. 5 les réponse
milieux réels constitués de laiton et de PVC (le cas 3
un sandwich PVC-laiton-PVC ; le cas 4 un sandwich lait
PVC-laiton, voir Section 6) ; on constate strictement
même tendance, une montée en température plus rapid
le milieu homogène pour les temps courts. La représenta
de Vernotte ne peut donner en aucun cas ce type de répo
s’agissant d’observations en face arrière, la tempéra
prédite par le modèle de Vernotte est différée en débu
processus par rapport à celle prédite par le modèle de Fo
à cause de la vitesse finie de propagation de la cha
incluse dans ce modèle.

5.3. Autre approche simplifiée

La question est de savoir si l’on peut trouver une bo
approximation deλ(t) etρc(t). Pour obtenir une expressio
simple de l’équation de la chaleur, nous allons chercher
approximations dea(p) etλ(p).

Pour a(p), le comportement aux grandes valeurs dep
étant le même dans tous les cas, nous avons chois
approximant de Padé[1,0] (pour p → ∞, a → ∞). En
ce qui concerneλ(p), le choix est plus difficile car le
comportement auxp grands dépend de la configuration
système ; dans le cas 1, pourp → ∞, pλ(p)→ 0 et dans
le cas 2,pλ(p)→ ∞ ; on a donc choisi un approximant d
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Padé [1,1] qui ne satisfait ni le cas 1 ni le cas 2 pourp grand
puisque l’approximant depλ(p) tend vers une valeur finie

Après avoir développéa(p) etλ(p) en série entière (voi
Annexe C) tout calcul fait, on obtient les approxima
suivants :

a(p)= a0(1+ α1p) avec

α1 = τc/12 dans les 2 cas
(29)

et

λ(p)= λ0

p

(
1+ α2p

1+ α3p

)
(30)

avecα2 = τc/10,α3 = 11τc/60 pour le cas 1 etα2 = τc/5,
α3 = τc/30 pour le cas 2.

La Fig. 6 compare les réponses exactes et approc
(ainsi que la réponse du milieu homogène) pour la mê
configuration que la Fig. 5. Dans ce cas, la réponse
donnée par :T = 1/C avec ici

C = λ0√
a0

1+ α2p

1+ α3p

√
p√

1+ α1p
sinh

(
�√
a0

√
p√

1+ α1p

)

Il peut être intéressant de retrouver l’équation de
chaleur correspondant à cette approximation, soit :

d2T

dx2 = p

a0(1+ α1p)
T

et

ϕ = −λ0
1+ α2p

1+ α3p

dT

dx

soit après retour de Laplace :

∂2T

∂x2
+ α1

∂3T

∂x2∂t
= 1

a0

∂T

∂t
(31)

et

ϕ + α3
∂ϕ

∂t
= −λ0

(
∂T

∂x
+ α2

∂2T

∂x∂t

)
(32)

Fig. 6. Comparaison réponses exactes – réponses approchées
configuration que pour la Fig. 5).
s

e

Ce système comporte 5 paramètresa0, λ0, α1, α2 et α3

au lieu de 3 comme dans l’approche classique.

5.4. Multi-matériaux

En appliquant les résultats du paragraphe 3, il est fa
de voir comment évolue la réponse d’un empilement dn
cellules unités dans le cas des milieux dégénérés.

Si l’on ramène l’échelle des temps au temps caracté
tique de l’ensemble de l’empilementτc n = n2 τc ; il suffit de
remplacer dans lesαi , τc par τc n/n2. Les Figs. 7(a) et (b
donnent les réponses impulsionnelles pour 2 et 4 cell
unités par le calcul exact et par le calcul approché pou
deux configurations.

(a)

(b)

Fig. 7. Réponses impulsionnelles exactes et approchées pour les m
dégénérés. (a) :Rt − 2Ct −Rt et (b) :Ct − 2Rt −Ct .
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6. Cas des milieux réels

On reprend les empilements qui nous ont déjà s
comme cas tests pour l’étude de « l’homogénéisation »
multicouches [2], soit :

– cas n◦ 1 : un tricouche PVC–laiton–PVC avec 1,5 m
d’épaisseur pour les couches de PVC et 10 mm pou
couche de laiton,

– cas n◦ 2 : un tricouche laiton–PVC–laiton avec 5 m
d’épaisseur pour les couches de laiton et 3 mm pou
couche de PVC,

– cas n◦ 3 : un empilement de 4 cellules du type PVC
laiton–PVC,

– cas n◦ 4 : un empilement de 4 cellules du type laito
PVC–laiton,

(on a choisi : 0,15 W·m−1·K−1 pour la conductivité du
PVC, 100 W·m−1·K−1 pour la conductivité du laiton
106 J·m−3·K−1 pour la chaleur volumique du PVC, 4×
106 J·m−3·K−1 pour la chaleur volumique du laiton).

Dans ce cas, les expressions dea(p) etλ(p) sont données
par :

a = p�2

ln2[A+ √
A2 − 1] (33)

λ= �
√
A2 − 1

pB ln[A+ √
A2 − 1] (34)

où

A= cosh
√
pR1C1 cosh

√
pR2C2

+ 1

2
sinh

√
pR1C1 sinh

√
pR2C2

×
[√

C2R1

C1R2
+

√
C1R2

C2R1

]

B = sinh
√
pR1C1 cosh

√
pR2C2/

√
pC1/R1

+ 1

2

[
cosh

√
pR1C1 + 1

]
sinh

√
pR2C2/

√
pC2/R2

+ 1

2

[
cosh

√
pR1C1 − 1

]
× sinh

√
pR2C2

√
pC2/R2/(pC1/R1)

dans lesquellesR1 = 2e1/λ1 est la « résistance » du m
lieu 1 (première et troisième couche),R2 = 2e2/λ2 la
« résistance » du milieu 2 (deuxième couche),C1 = 2ρc1e1
la « capacité » du milieu 1 (première et troisième couc
C2 = 2ρc2e2 la « capacité »du milieu 2 (deuxième couche

6.1. Approche simplifiée

Il s’agit de trouver les approximants de Padé p
a(p) et λ(p). Un code de calcul formel nous donne l
développements suivants :
a(p)= �2

τc

[
1+ 1

12

K2

τc
p− 1

720

K2

τ2
c

Hp2
]

(35)

λ(p)= �

R1 +R2

1

p

×
[
1+ KI

12
p− 1

720

K

(R1 +R2)2
Jp2

]
(36)

avec

�= 2(e1 + e2)
τc = (R1 +R2)(C1 +C2)

K =R2C1 −R1C2

H = 3C2
2R

2
1 + 3C2

1R
2
2 + 12C2R

2
1C1 + 4R2

1C
2
1 + 12C2

2R1R2

+ 34R1C1R2C2 + 12R1C
2
1R2 + 4R2

2C
2
2 + 12C1C2R

2
2

I = (2R2 +R1)/(R2 +R1)

J = 11R3
1C2 + 7C1R

3
1 + 34R2

1R2C2 + 24C1R2R
2
1

+ 36R2
2C2R1 + 26C1R

2
2R1 + 8C2R

3
2 + 4C1R

3
2

soit les approximants :

a(p)= a0(1+ α1p) avecα1 =K2/12τc (37)

λ(p)= λ0

p

1+ α2p

1+ α3p
(38)

avec

α2 = J

60(R1 +R2)(2R2 +R1)
+ K

12

(2R2 +R1)

(R2 +R1)

et

α3 = J

60(R1 +R2)(2R2 +R1)

Tous calculs faits on trouve :

– pour les cas 1 et 3 :

α1 = 61,66, α2 = 86,63 et α3 = 153,6

– pour les cas 2 et 4 :

α1 = 61,66, α2 = 164,22 et α3 = 31,37

On peut comparer ces résultats avec les milieux dég
rés :

– cas n◦ 1 :

α1d = 0,0833τc, α1 = 0,0713τc

α2d = 0,1000τc, α2 = 0,1005τc

α3d = 0,1833τc, α3 = 0,1780τc

– cas n◦ 2 :

α2d = 0,2000τc, α2 = 0,1900τc

α3d = 0,0333τc, α3 = 0,0363τc
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Fig. 8. Réponses impulsionnelles exactes et approchées d’assem
laiton – PVC. (a) : 1 cellule et (b) : 2 cellules.

A titre d’exemple nous avons calculé les paramètres p
un matériau réel, un composite Kevlar–Epoxy défini par

Epoxy :

λ1 = 0,08 W·m−1·K−1

ρc1 = 1,25× 106 J·m−3·K−1

e1 = 0,08× 10−3 m

Kevlar :

λ2 = 1,40 W·m−1·K−1

ρc2 = 1,43× 106 J·m−3·K−1

e2 = 0,14× 10−3 m

Tout calcul fait on trouve :

– empilement n◦ 1 :

α1 = 0,028τc, α2 = 0,098τc, α3 = 0,150τc
s

– empilement n◦ 2 :

α1 = 0,028τc, α2 = 0,148τc, α3 = 0,056τc

6.2. Comparaisons des réponses impulsionnelles

Les Figs. 8(a) et (b) comparent les réponses impuls
nelles exactes et approchées dans les 4 cas des assem
laiton–PVC. Comme on peut le voir, l’accord est très bon

7. Cas général des systèmes non symétriques

Dans le cas de systèmes non symétriques, les coeffic
A et D de la matrice de transfert associée sont différe
(A �= D) et la solution précédente ne peut convenir ; il
donc nécessaire d’introduire une fonction supplémentai

7.1. Approche non locale

La forme proposée pour la matrice de transfert cor
pondant à un milieu non symétrique est suggérée pa
quadripôles utilisés dans l’analyse des transferts conve
monodirectionnels [11]. Toutefois dans le cas d’un trans
convectif, le quadripôle n’est pas passif, autrement dit le
terminant de la matrice de transfert n’est pas égal à l’un
ce qui est nécessairement le cas pour un transfert diffus
faut donc modifier simultanément la forme de la densité
flux de chaleur de manière à retrouver pour l’équation d
chaleur une forme analogue à (3).

On propose pour la densité de flux l’écriture suivante

ϕ = −
t∫

0

K(t − τ )∂T
∂t
(τ )dτ

−
t∫

0

λ(t − τ ) ∂
2T

∂t∂x
(τ )dτ (39)

où K(t) est une fonction liée à une pseudo-vitesse
conduction et de généraliser le bilan d’énergie unidirect
nel sous la forme :
t∫

0

ρc(t − τ )∂
2T

∂t2
(τ )dτ +

t∫
0

K(t − τ ) ∂
2T

∂t∂x
(τ )dτ

=
t∫

0

K(t − τ ) ∂
2T

∂t∂x
(τ )dτ

+
t∫

0

λ(t − τ ) ∂
3T

∂t∂x2 (τ )dτ (40)

soit l’expression :

t∫
ρc(t − τ )∂

2T

∂2t
(τ )dτ =

t∫
λ(t − τ ) ∂

3T

∂t∂x2 (τ )dτ (41)
0 0
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Après transformation de Laplace sur le temps, on obtie

λ(p)p
d2T

dx2 = ρc(p)p2T

que l’on peut écrire :


d2T

dx2 = p
a
T aveca = λ

ρc

ϕ = −K(p)pT − λ(p)p dT
dx

dont la solution sous forme matricielle (quadripôle) s’écr(
T x=0
ϕx=0

)
=

(
E F

G H

)(
T x=�
ϕx=�

)
(42)

avec

E = cosh(α�)+ K
λα

sinh(α�) (43)

F = sinh(α�)

pλα
(44)

G= pλα
[
1−

( K
λα

)2]
sinh(α�) (45)

H = cosh(α�)− K
λα

sinh(α�) (46)

et α2 = p/a. Il est facile de montrer que la forme de la m
trice de transfert précédente est conservée pour l’empile
den cellules unités identiques (voir Annexe B).

Pour déterminer alors les propriétés du milieu équival
il suffit maintenant d’identifier terme à terme ; dans le
général, on obtient :

a = p�2

ln2[A+D
2 +

√
(A+D

2 )2 − 1]
(47)

λ= �

pB

√
(A+D

2 )2 − 1

ln[A+D
2 +

√
(A+D

2 )2 − 1]
(48)

et

K = A−D
2pB

(49)

et par suite :

ρc=
ln[A+D

2 +
√
(A+D

2 )2 − 1]
√
(A+D

2 )2 − 1

�p2B
(50)

L’énergie du milieu non local est maintenant donnée
comparaison entre les relation (5) et (40) par

E =
t∫

0

[
ρc(t − τ )∂T

∂t
(τ )+K(t − τ )∂T

∂x
(τ )

]
dτ (51)
t

7.2. Cas particuliers des milieux dégénérés

A titre d’exemple, nous appliquons les résultats pré
dents à deux bicouches dégénérés constitués d’un isola
ger caractérisé par une résistance thermique (2Rt ) et d’un
conducteur lourd caractérisé par une capacité therm
(2Ct ). Dans le premier cas, la résistance est en milieu
dans le deuxième cas, la capacité est en milieu 1 ; d’où
matrices de transfert :

– cas n◦ 1 :(
A B

C D

)
=

(
1 2Rt
0 1

)(
1 0

2Ctp 1

)

=
(

1+ 4RtCtp 2Rt
2Ctp 1

)
(52)

– cas n◦ 2 :(
A B

C D

)
=

(
1 0

2Ctp 1

)(
1 2Rt
0 1

)

=
(

1 2Rt
2Ctp 1+ 4RtCtp

)
(53)

En introduisant le temps caractéristiqueτc = 4RtCt , on
obtient :

a = p�2

ln2[1+ τc
2 p+

√
(1+ τc

2 p)
2 − 1]

(54)

λ= �

2Rt

√
(1+ τc

2 p)
2 − 1

p ln[1+ τc
2 p+

√
(1+ τc

2 p)
2 − 1]

(55)

K = Ct (cas n◦ 1), K = −Ct (cas n◦ 2) (56)

et par suite :

ρc=
ln[1+ τc

2 p+
√
(1+ τc

2 p)
2 − 1]

√
(1+ τc

2 p)
2 − 1

2�p2Rt

(57)

Les Figs. 9 et 10 montrent les variations deλ(t) etρc(t).
PourK(t) on trouve un Dirac (positif pour le cas n◦ 1 et
négatif pour le cas n◦ 2). Dans ce cas l’énergieE du milieu
est donnée par la relation (51) vaut

E =
t∫

0

ρc(t − τ )∂T
∂t
(τ )dτ ±Ct ∂T

∂x
(t)

La relation précédente n’est pas exacte localement po
milieu réel mais seulement en moyenne sur une cellule-u
0< x < �. En posant〈 · 〉 = 1/�

∫ �
0 ·dx, il vient :

〈E〉 =
t∫

0

ρc(t − τ )∂〈T 〉
∂t
(τ )dτ ±Ct (Tx=� − Tx=0)(t)

La signification du second terme apparaît clairement s
cette dernière forme. L’énergie de la cellule unité dégén
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Fig. 9. Conductivité thermique volumique d’un milieu bicouche dégén
non symétrique.

Fig. 10. Chaleur volumique d’un milieu bicouche dégénéré non symétr

est contenue uniquement dans la capacité thermique
dépend pas de la température moyenne〈T 〉 de la cellule mais
seulement de la température de l’extrémitéx = 0 oux = � en
contact avec la capacité. Par exemple, en régime perma
où 〈T 〉 = (Tx=0 + Tx=�) /2, 〈E〉 = 2Ct 〈T 〉 ± Ct (Tx=� −
Tx=0) = 2CtTx=0 (cas n◦ 2) ou 2CtTx=� (cas n◦ 1) suivant
l’extrémité en contact avec la capacité.

8. Conclusion

Nous avons proposé une écriture générale de la lo
comportement reliant la densité de flux thermique e
e

t

température pour le cas d’un système hétérogène et po
transfert unidirectionnel :

ϕ = −
t∫

0

K(t − τ ) ∂T
∂t
(τ )dτ −

t∫
0

λ(t − τ ) ∂
2T

∂t∂x
(τ )dτ

L’équation du bilan thermique s’écrit alors :

t∫
0

ρc(t − τ )∂
2T

∂t2
(τ )dτ =

t∫
0

λ(t − τ ) ∂
3T

∂t∂x2
(τ )dτ

où ρc(t), K(t) et λ(t) sont des fonctions dépendant d
matériaux et de la structure du système.

Nous avons également montré que dans le cas de
tèmes symétriques, on pouvait obtenir une équation d
chaleur approchée sous la forme :

∂2T

∂x2
+ α1

∂3T

∂x2∂t
= 1

a0

∂T

∂t

avec le flux donné par :

ϕ + α3
∂ϕ

∂t
= −λ0

(
∂T

∂x
+ α2

∂2T

∂x∂t

)
où α1, α2, α3 sont 3 constantes caractéristiques de
structure du milieu hétérogène.

Enfin nous avons également montré que l’équation
Vernotte (ou équation hyperbolique) appliquée à un mi
homogène unidirectionnel ne peut en aucun cas décri
comportement en diffusion de systèmes hétérogènes co
des murs multicouches.

Annexe A

A1 =D1 = cosh

√
pe2

1

a1

B1 = sinh

√
pe2

1

a1

/
λ1

√
p

a1

C1 = λ1

√
p

a1
sinh

√
pe2

1

a1

A2 =D2 = cosh

√
p4e2

2

a2

B2 = sinh

√
p4e2

2

a2

/
λ2

√
p

a2

C2 = λ2

√
p

a2
sinh

√
p4e2

2

a2

A= coshb1 coshb2

+ 1

2
sinhb1 sinhb2

(
c2

c1
+ c1

c2

)

B = 1
sinhb1 coshb2
c1
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Mass
+ 1

2c2
(coshb1 + 1)sinhb2

+ c2

2c2
1

(coshb1 − 1)sinhb2

C = c1 sinhb1 coshb2

+ c2

2
(coshb1 + 1)sinhb2

+ c2
1

2c2
(coshb1 − 1)sinhb2

où

b1 =
√
p

a1
2e1, b2 =

√
p

a2
2e2

c1 = λ1

√
p

a1
, c2 = λ2

√
p

a2

Annexe B

On utilise les propriétés suivantes :(
coshX Y sinhX

sinhX/Y coshX

)n
=

(
cosh(nX) Y sinh(nX)

sinh(nX)/Y cosh(nX)

)
et(

coshX+Z sinhX Y sinhX
(1−Z2)sinhX/Y coshX−Z sinhX

)n

=
(

cosh(nX)+Z sinh(nX) Y sinh(nX)
(1−Z2)sinh(nX)/Y cosh(nX)−Z sinh(nX)

)

Annexe C

√(
1+ τc

2
p

)2

− 1

� √
pτc

(
1+ pτc

8
− p2τ2

c

128
+ p3τ3

c

1024
− 5

32768
p4τ4

c + · · ·
)

ln

[
1+ τc

2
p+

√(
1+ τc

2
p

)2

− 1

]

� √
pτc

(
1− pτc

24
+ 3p2τ2

c

640
− 5

7 168
p3τ3

c + · · ·
)

d’où
a(p)� �2

τc

(
1+ pτc

12
− p2τ2

c

240
+ · · ·

)

λ� λ0

p

(
1− pτc

12
+ 11p2τ2

c

720
+ · · ·

)
cas 1

λ� λ0

p

(
1+ pτc

6
− p2τ2

c

180
+ · · ·

)
cas 2
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